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Detalhe da
vista frontal

STTTT TP

referénciaOxyz € solidario a hast®eG. Pede-se:

(a) determinar o vetor rotacéo absoluta do disco;

12 Questéo (3,0 pontos)Na figura ao
lado, a haste delgadaG, de massa
desprezivel, esta articulada &na um
suporte vertical. Um disco homogéneo,
de raior e massam, estd acoplado a
extremidades por meio de um mancal,
podendo assim girar liviremente em
relacdo a hast®G. O disco gira com
velocidade angulae| = const em torno
do eixoOx, enquanto a haste gira com
velocidade angular |a,|=const em
torno do eixo vertical fix@Z, alinhado

com a direcdo do campo gravitacional
local. Destaca-se que o sistema de

(b) determinar a matriz de inércia do disco express&fienencial solidario a haste e com origem@&m
(c) expressar o momento da quantidade de movimentatidade de movimento angular) do disco com

respeito ao pol& no sistema de referéndixyz;

(d) aplicando o Teorema do Momento da Quantidade darvemto (ou da Quantidade de Movimento Angular)
ao disco, com respeito ao pdky determinar o binario giroscépico ativo;

(e) determinar a velocidade angular propria do digad tcompativel com o movimento descrito, supondo-se
gue a velocidade angular da haste em torno dovertcal OZ seja conhecida e constante;

() classificar o tipo de movimento exibido pelo disco.

O vetor rotagdo absoluta do disco, é:

W= +wk

RESOLUCAO

A matriz de inércia do disco, no pdlo G, é:

[J]nyz =

Resposta (a): %2 ponto

Resposta (b): 2 ponto

O momento da quantidade de movimento do disco, com respeito ao pélo G, expresso no referencial Oxyz ligado a

haste, é:



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Departamento de Engenharia Mecanica

_ ) -
m; 0 0
Wy
2 2 2
- mr mr - -
He =[J]nyz[w]_ 0 4 0 0= 2 ahl + w2k
2 o
0 mr
4

Resposta (c): % ponto
A aceleragdo do centro de massa do disco, é:
dc = 8o + @k D(G - 0)+ wK O|w,k 0(G -0)|=0+00(G - 0)+ wrk D{w,k Dai’ )= ~war
O Teorema do Movimento do Baricentro, aplicado ao disco, se expressa como:

R:mé.g.

Tomando-se em conta o diagrama de corpo livre do disco (figura ao lado), em

que as forcas sdo indicadas por setas pretas simples e os bindrios por setas
verdes duplas, tem-se:

Fexl + Fay] + Fek —mgk = még = -masai’,

de onde se conclui que as componentes da reacao aplicada pela barra ao disco,
sdo:

Fox = —-mwsa
FGy =0
Fez =mg

O Teorema do Momento da Quantidade de Movimento (ou da Quantidade de Movimento Angular), com respeito ao
pdlo G, se expressa como:

Mc =Hg|oxvz ,
em que Mg é a resultante do sistema de forgas externas aplicadas ao disco e Hg|oxyz € 0 bindrio giroscdpico ativo.
Considerando-se o diagrama de corpo livre do disco, tem-se:

2

g - D mr -
Moxi +Mgy ] +Msz:Ta}.Lw2]

de onde se conclui que as componentes do binario aplicado pela barra ao disco, sao:

MGX :0
2
mr
Mgy :Ta)la)z
MGZ =0

No diagrama de corpo livre do disco desenhado abaixo, indicam-se, com seus valores corretos, as forgas e binarios
externos aplicados ao disco pela barra:
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Resposta (d): %2 ponto

Na figura abaixo, desenha-se o diagrama de corpo livre da barra, adotando-se, para tanto, as mesmas convenc¢des
utilizadas nos diagramas anteriores. Observe-se que o sistema de forgas de origem inercial agentes na barra é
desprezivel, pois, de acordo com o enunciado, a massa da barra é desprezivel.

a

FOz

0 éFOy G .
Fox 2 /

Ty W |

NN,
ve

v

Levando-se em conta o exposto acima, o Teorema da Resultante fornece:
R = Myarradabarra =0,
ou seja:
2 — _ 2
Fox + mw;a=0= Fox =—-mwja
Foy =0
Fo,-mg=0= Fo, =mg
Analogamente, o Teorema do Momento da Quantidade de Movimento, com respeito ao pdlo O, fornece:
Mo =Ho|oxz =0,

ou seja:

R 2 o . . 2 . 2
(G—O)D(—mgk)—nTTa)la)zj =0= ai D(—mgk)—%a)la)zj =0=> mga—mTa)la)z =0

Da equacdo acima, concluimos que o movimento descrito pelo disco é possivel desde que a sua velocidade angular
propria seja

__20a

r2ow,

Resposta (e): %2 ponto

A abordagem adotada nos paragrafos anteriores para se responder a questdo ‘e’ baseou-se na andlise do movimento
de dois corpos distintos: disco girando em torno de uma barra horizontal de massa desprezivel que, por sua vez, gira
em torno de um eixo vertical fixo.
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A mesma questdo ‘e’ pode ser resolvida adotando-se uma abordagem alternativa, conforme explicaremos nos
paragrafos seguintes.

Notemos, inicialmente, que o disco realiza movimento de rotacdo em

z . torno de um ponto fixo — no caso, o ponto O. O sistema de vetores
_“aixo nstantaneo fotacdo que gera o movimento do disco é concorrente em O e o eixo
e de rotacéo instantaneo de rotacdo do disco passa por esse ponto (vide figura a

- L/' esquerda).
-0 w " Além disso, é importante relembrar que, de acordo com o enunciado

do problema, a

massa da barra OG é N >
disco desprezivel. .- ®ix0 instantaneo
. . . . T de rotacdo
As condigcGes anteriores nos permitem resolver o problema a partir @ -
da andlise do movimento de um corpo rigido Unico ideal, em torno C/
P
do ponto fixo O: esse corpo ideal, com centro de massaem G, éo _.---O X"
disco ligado rigidamente a haste OG — (vide figura a direita),

doravante referido apenas como ‘disco+haste’.
disco+ haste

7

O movimento do ‘disco+haste’ realiza-se sob a agdo do sistema de forcas
externas indicadas no diagrama de corpo livre a esquerda.

I . Nessas condi¢des, o Teorema da Resultante se escreve como:

For TFoyy" Y
/ . FOxr + FOy J_ + FOZE - nglz = rnéG = —mwgar ,
\ \ ' X

FOx

de onde resulta:

Fox + Mw?a=0= Fox = -mw?a
Foy =0

Fo, —mg =0= Fo, =mg

Nas mesmas condigdes, o Teorema do Momento da Quantidade de Movimento, com respeito ao pdlo O, se escreve
como:
_dHo

Mo = at |oxyz :d|(;|_tO|OXyZ +a)212|:||:|o :6(}2|2D|:|o :(G—O)D(—mE)IaTD(—mE)I n‘ga]

Lembrando que o momento da quantidade de movimento do corpo ideal ‘disco+haste , com respeito ao pdlo O, é
dado por:

I'TTZ 2

|:|o = HG +(G—O)Dm\7@ :Ta)lf+%a)2IZ+aTDmVG
eque

Ve =Vo + |l +wok)Dal = wrdf
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2 2 2 2
Ho :%@T+%@k +ai Omasa) :%@T+(%a& +ma2a)2Jk

Substituindo-se a expressdo de H o na do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento, obtém-se:

- tmr2 . (mr? s = - mr?
wk [ @t matay k | = mgaj = @@, =mga,
2

mr e -~ .,

em que o termo " waw» | €o ‘bindrio giroscopico ativo’.
Método alternativo. Resposta (d) %2 ponto

Vé-se, portanto, que esta segunda abordagem do problema conduz ao mesmo resultado obtido anteriormente: o
disco deve girar com velocidade angular propria
2ga
r2aw,

a)l =
para que o movimento descrito no enunciado do problema seja possivel.

Meétodo alternativo. Resposta (e): % ponto
Nas condig¢Bes indicadas no enunciado do problema, o disco realiza movimento de precessao estaciondria regular em

torno do eixo vertical OZ.
Resposta f: /2 ponto
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22 Questdo (4,0 pontos). O corpo rigido indicado na figura é composto por: (i) um eixo ABCD, de comprimento
3R e massa desprezivel; (ii) um cilindro de raio R/2, comprimento R e massa 4m; (iii) um disco de espessura
desprezivel, raio R e massa 7m, no qual existe um furo de raio R/6 localizado na posic¢do indicada na figura; (iv)
uma massa concentrada m, unida ao eixo ABCD por uma haste de comprimento R/2 e massa desprezivel. O
sistema rigido descrito gira em torno do eixo By com velocidade angular @=¢j , constante.

Nota: Admite-se que o torque aplicado ao eixo de rotagdo varia de forma a se contrapor ao torque ocasionado
pela forca peso e pelo atrito nos mancais, mantendo a velocidade angular constante.

Considerando o sistema de referéncia Bxyz solidario
ao corpo rigido previamente descrito, pede-se:

(a) desenhar o diagrama de corpo livre; l

(b) determinar as coordenadas x; e z; do centro de Disco (7m)
massa do corpo, expressas no sistema de
referéncia Bxyz,

(c) determinar os produtos de inércia Jg, € Jp,, <
expressos no sistema de referéncia Bxyz,

(d) determinar os valores de duas massas
concentradas que devem ser adicionadas em
dois pontos pertencentes ao plano z = 0 e
localizados na periferia das faces do cilindro (y; .
= R/2 e y, = 3R/2), de forma a balancear o  Massa Concentrada (m)
corpo.

RESOLUCAO

(a) Desenhar o diagrama de corpo livre

mg

Resposta (a): 1 ponto
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(b) Determinar as coordenadas Xg e zg do centro de massa do corpo, expressas no sistema de referéncia

Bxyz:

Coordenadas do centro de massa do disco furado ( xg, € Zg, ):

Utilizando a definigdo de centro de massa, as coordenadas xg, € zg, do disco furado sdo calculadas,

como segue:
Mp Xg, = Mp Xp —Mg Xp
Mp Zg, =MpZp —Mg Zg (1)

7 . * 7 . . *
onde mp é a massa do disco furado e mp é a massa do disco sem o furo, ou seja, mp =mp -mg .

Como pode ser observado na figura do enunciado, a posicao do centro de massa do disco sem o furo,

expressa no sistema de referéncia Bxyz , é (D—B)=(XD, VD zD)=[O,gR,Oj. J4 a posicao do centro do

furo é dada por (F —B):(xp,yp,zp):(g ,5% ,Oj. Adicionalmente, a relacdo entremp e a massa de

material removido devido ao furo (mg ) é expressa como:
2
mz(ij 1 (2)

Substituindo os valores de mp e Rg, fornecidos no enunciado, na equacdo (2), a massa de material

removido devido ao furo é dada por:

m m
Db =35=>mg =— (3)
Mg 5
Finalmente, as coordenadas do centro de massa do disco furado sdao determinadas substituindo os

valores de mg, xg e zg na Eq. (1):

(e, = -4

m

=-R e 25 =0 (4)
(Tm)zg, =mp IZ(D—(E] 0]

= XGp 20

Coordenadas do centro de massa do corpo rigido ( xg e zg):

Utilizando a definicdo de centro de massa, mas agora para o corpo rigido composto pelo disco furado,
cilindro e massa concentrada, tem-se:

(mp +mc +me )xg = MpXa, +McXa, +MeXe
(Mo +mc +me )ze =mpzg, +Mcza, +Meze

(5)
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Substituindo na equacdo acima os dados fornecidos no enunciado, bem como os resultados obtidos na

Eqg. (4), tem-se:

—7mf-R
(1Zn)xG—7mE€ 70)+4m[(1)+mE!23 2)(625 e 220 (6)

(12m)z¢ = 7m0+ 4m0+m0

Resposta (b): 1 ponto

(c) Determinar os produtos de inércia Jg,, € Jg,, €Xpressos no sistema de referéncia Bxyz.

Produtos de inércia do disco furado ( Jexy, € Jgy, ):

Utilizando a propriedade de composicdo e o teorema dos eixos paralelos para produtos de inércia, os
valores de Jgy, € Jgy, do disco furado, expressos no sistema de coordenadas Bxyz, sdo dados por:

oo = Jbgo ~ by Z(JTnyD +mBXDyD)_(JFXYF +mFXFyF)

* * * (7)
Jeyzn =Jeyzn ~Jeyz = Joyz +mDXDyD)_(‘]FyZF +mFXFYF)

onde os termos com asterisco denotam as propriedades do disco sem o furo.

Como o disco sem o furo e o préprio furo sdo simétricos (Jpwy, = Joyz = Jrye = Jryze =0), @ expressdo

acima é simplificada, conforme indicado abaixo:

JBxy, =MpXpYD —ME XF YF

JByz, =MpXp YD —MF XF YE

(8)

Utilizando o valor da massa de material removido devido ao furo calculada na Eq. (3), bem como as
coordenadas dos pontos D e F, obtém-se:

o (s 955 T 5D
2 52 2

« bR R

s = 0] 8%

mR?
3‘]BxyD :_T e ‘]ByZD =0 (9)

Produtos de inércia do corpo rigido ( Jgy € Jgy):

Utilizando a propriedade de composicdo e o teorema dos eixos paralelos para produtos de inércia, mas
agora para o corpo rigido composto pelo disco furado, cilindro e massa concentrada, tem-se:

Iy = Iy By T IBae (10)

Jeyz = Jeyz, tIByze T by

Considerando a simetria do cilindro ( Jgy. = Jgyz. =0), bem como os resultados da Eq. (9) e os demais

dados fornecidos no enunciado, tem-se:
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mR? mR> R{ R
Bxy — EXEYE =~ —U=-—=
J +0+mgX +m

4 4 2 2
iJBxyz— e JByZ=0 (11)

Jey, =Jo +0+Meye ze =n‘(—§][ﬂ)

Resposta (c): 1 ponto
(d) Determinar as abcissas x; e x,, bem como os valores de duas massas concentradas que devem ser

adicionadas as faces do cilindro (y; = R/2 e y, = 3R/2), ao longo do plano z=0, de forma a balancear o

conjunto.
e Balanceamento Estatico

Para balancear estaticamente o corpo rigido, as coordenadas do centro de massa do corpo apods a
adicdo das massas de balanceamento ( xz e zg) devem ser nulas. De acordo com o enunciado, as duas
massas a serem adicionadas devem estar contidas na periferia das faces do cilindro (y; =R/2 e y, = 3R/2)
e no plano xy (z; =z, = 0), logo:

X =0=> (12m)XG +Mxg +MpXz = 0= Muxg +mMpXxz = - ZZR (12)

G :O:(lzn)ze +mMyz+mMpz, =0=> Mz +mpz, =0= 2, =0e2z, =0 (planoxy)

e Balanceamento Dindmico

Para balancear dinamicamente o corpo rigido, os produtos de inércia do corpo apds a adicdo das
massas de balanceamento ( Jgy € Jgy,) devem ser nulos. De acordo com o enunciado, as duas massas a
serem adicionadas devem estar contidas na periferia das faces do cilindro (y; = R/2 e y, = 3R/2) e no

plano xy (z; = z, = 0), logo:

by =0= Jpxy +MuXays +MaXay2 = 0= myXyr +3X2y2 = MR

13
Jiyz =0= Jgy +Miy121 +MpY22, =0= Mz +3mpyz, =0=> 2 =0ez, =0 (plano xy) (13)
Considerando as primeiras expressdes das Egs. (12)-(13):
s = 2R mq =20
My Xq o X2 5 N 1 (14)
mR
my X, +3mo X =mR mo Xo =T

. . R R ~
cilindro no plano xy (i.e. x :iE e X = iE ), entdo
R 1Im
n="3 "5
= (15)
L B |
2772 5
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ol 7m
5 5
w-_R L _R
1= = (16)
T P
21 =0 Z, =0
Resposta (d): 1 ponto

10
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32 Questao (3,0 pontos). Baseados nas simulagdes sugeridas no EMSC#1 de 2018, os graficos abaixo apresentam uma
histéria temporal do movimento (resultado A) e da trajetdria no plano de fase (6, 9) do sistema amortecido
(resultado B). Dentre as varias condi¢Ges de simulacdo (CS) que foram propostas, tem-se:

« CS-1: 8(0) = 71/180rad; 8(0) = 0.0 rad/s; Mo = 0.002 Nm; @, =,

e €52:6(0)=n-01rad; 8(0) =50 rad/s; Mo= 00 Nm; w, =,

« s3:6(0)=7/180rad; 8(0) = 00 rad/s; Mo =0.002Nm; @, = 01w, .

POSIGAD ANGULAR DO PENDULD PLANO DE FASE

Angule (9
Velocidade Angular (radis)

t +——t +——t t t t t +——t ——t t
0 2 4 & 8 10 12 14 18 18 20 22 24 26 28 30
Tempo (s)

A)

B)

Identifique para as simulacdes A e B o respectivo conjunto de condi¢es de simulacdo (condicdes iniciais e momento
externo). Para tanto, construa uma tabela de correspondéncia, conforme modelo abaixo, indicando os nimeros que
identificam os conjuntos de condi¢des de simulagcdo. Descreva e justifique as respostas.

SIMULACAO CONDICAO SIMULADA DESCRICAO E JUSTIFICATIVA
A
B
RESOLUCAO
~ . | CONDICAO ~ ~
SIMULACAO | ¢ 0o von DESCRIGAO E JUSTIFICATIVA Pontuagdo

Nesta simulagdo o péndulo inicia seu movimento de forma livre
amortecida. A partir do instante 5 segundos, recebe um
A cs-3 acionamento do momento externo Mo = 0.002 Nm e assume 1% ponto

movimento forgado com frequéncia @w,, = 0.1w, e amplitude

constante.
Nesta simulagdo o péndulo tem velocidade angular inicial
B CS-2 6(0) = 5.0 rad/s, percorre uma volta completa e oscila de forma

1% ponto
livre em torno da posi¢do angular =720 com amplitude

decrescente devido ao amortecimento.

11
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42 Questdo (1,0 ponto). Pode-se afirmar que o momento da quantidade de movimento de um corpo rigido no pélo G
(baricentro) tenha sempre a diregdo do vetor rotacdo absoluta do corpo ? Justifique exemplificando.

RESOLUCAO

Para um corpo rigido que realiza movimento o mais

geral possivel, os vetores rotagdo instantanea (&) e
momento da quantidade de movimento no baricentro

(Hg) somente serdo paralelos em circunstancias ~
especiais, as quais serao logo apresentadas. g¢

Na figura ao lado, OXYZ é um sistema de referéncia
fixo no espaco e Gxyz é um sistema de referéncia fixo
no corpo. Admite-se que Gx, Gy e Gz sdo eixos
principais de inércia do corpo.

Dessa forma, os vetores rotagdo instantanea e X
momento da quantidade de movimento do corpo com
respeito ao pdlo G, sdo dados, respectivamente, por:

W=wyi +wy] +w,k

e
Jox 0 0 Wy

He=| 0 Jgy O |Hlwy|=Jex@d +JIoywy] +JawK
0 0 Jg||w;

E facil perceber que esses dois vetores ndo sdo, em geral, paralelos, pois, para tanto, seria necessario que

Wy
He = A wy | = dwd +Awy | + Aw,k
Wy

0 que ndo ocorre em geral, mas pode ocorrer em determinadas circunstancias, conforme sera mostrado a
seguir.

% ponto

Caso o elipsoide de inércia do corpo, no seu baricentro, seja uma esfera — como ocorre com esferas, cubos e
tetraedros homogéneos, por exemplo,

Jox = Joywy = I,k = J
e, portanto,
Hg = J(wxf+wyi+wZIZ) é paralelo a @=awxi +wy ] +wk .

No caso de o corpo realizar um movimento de rotacdo em torno de um dos eixos principais de inércia (por
exemplo, o eixo z), tem-se:

= w,K

e

12
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Jox O O 0
He=| 0 Jgy O 0 |=Jg,w,k éparaleloa @=w,k
0 0 Jz Wy

Como os eixos passantes pelo centro de massa de esferas, cubos e tetraedros homogéneos sao eixos principais
de inércia desses corpos, pode-se estabelecer, como regra geral, que:

‘Se um corpo realiza um movimento de rotacdo em torno de um de seus eixos principais de inércia, os vetores
rotacdo instantanea (@) e momento da quantidade de movimento no baricentro G (Hg) estdo alinhados. E
por essa razdo que se diz que os eixos principais d einércia de um corpo sdo eixos permanentes de rotagdo.

% ponto
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